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Espaces préhilbertiens

Espace préhilbertien réel

Exercice 1 [00504] [correction]

Soient A, B € S,(R). Montrer que (tr(AB 4+ BA))? < 4tr(A2)tr(B2).

Exercice 2 [00505] [correction]

Démonter que la boule unité fermée B d’un espace préhilbertien réel est
strictement convexe i.e. que pour tout z,y € B différents et tout ¢ € ]0, 1],
(1 —¢t)x+ty|]| <1.

Exercice 3 [00507 ] [correction]
Soit (e1, e, ..., e,) une famille de vecteurs unitaires d’un espace préhilbertien réel
FE telle que

n

> (e | @)

i=1

Vo € B, ||z|* =

Montrer que (e, ea,...,e,) constitue une base orthonormée de FE.

Exercice 4 [00508] [correction]
Soient E un espace préhilbertien réel et f,g: E — E telles que

Yo,y € B, (f(2) [ y) = (= ] 9(y))

Montrer que f et g sont linéaires.

Exercice 5 [00509 ] [correction]
Soient E un espace préhilbertien réel et f : E — FE une application surjective telle
que pour tout x,y € F, on ait

(f(z) [ f(y)) =

Montrer que f est un endomorphisme de E.

(=] y)

Exercice 6 [00510] [correction]

Soient =z, y deux vecteurs non nuls d’un espace préhilbertien. Etablir :

— llz—yl
=0yl

P T T

Exercice 7 [00511] [correction]

On munit E = C([0,1],R) du produit scalaire défini par (f | g) f f@)

En exploitant le théoréme d’approximation uniforme de Weierstrass, etabhr que
lorthogonal du sous-espace vectoriel F' de E formé des fonctions polynomiales est
réduit & {0}.

Exercice 8 [00512] [correction]
Soit F un espace de Hilbert réel.
a) Montrer que pour z,y € E, H"L"’yH + ||” yH = M
b) Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de F et a € E. Montrer qu’il existe z € F
vérifiant d(a, F) = ||x — al|.
c¢) Etablir que si H est un hyperplan fermé de E, il existe a € E vérifiant :
Vee E,z€ H< (a|x)=0.

Exercice 9 [00513] [correction]

Soit E un espace préhilbertien réel.

a) Etablir que pour tout sous-espace vectoriel F' de E, F C F++.
Désormais, on suppose E = R[X] muni du produit scalaire défini par

(P1Q) = [, P(t)Q(t) dt.

b) Montrer que H = {P eR[X
E.

c) Soit Q € H+. Etablir que pour tout P € R[X],
S Pme@ar= (S 1 Pwat) (1 @ ar)

d) Etablir que H+ = {0} et conclure qu'ici I'inclusion H C H+* est stricte.

}/f_l1 [t| P(t)dt = O} est un hyperplan fermé de

Exercice 10 Mines-Ponts MP [ 02666 ] [correction]
Montrer lexistence et 'unicité de A € R,, [X] tel que :

VP € R, [X], P(0) = / " AP dt
0

Montrer que A est de degré n.
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Exercice 11 X MP [03024] [correction]
On définit sur R [X] le produit scalaire

(P Q)= / P(HQ(1) dt

Existe-t-il A € R[X] tel que

VP € R[X],P(0) = (A ] P)?

Exercice 12 X MP [ 03079 ] [correction]

On définit .

= Gy (X7 = DO

@n(X)

a) Soit n > 1. Montrer que @,, posséde n racines simples dans |—1,1].

b) Montrer que
Qn = X"+ (X* = 1)Rp(X)

avec R, € R[X]. En déduire @, (1) et Qn(—1).
¢) On pose, pour (P,Q) € R[X]?,

1
(P.Q) = / P(HQ(r) dt

—1

Montrer que @,, est orthogonal & R,,_; [X].
d) Calculer [|Q,]|>.

Exercice 13 [o03081 ] [correction]
Soit E = C ([—1,1],R) muni du produit scalaire défini par

(f | g) = / g ar

On pose

F={feE/Nte[-1,0],f(t) =0} et G ={ge E/Vte0,1],q(t)

a) Montrer que F+ = G.

b) Les sous-espaces vectoriels F' et G sont-ils supplémentaires ?

Exercice 14 [03157] [correction]
Soit F = (x1,...,x,) une famille de n > 2 vecteurs d’un espace préhilbertien réel.
On suppose

Vi<i#j<n,(z;|z;)<0

Montrer que toute sous famille de n — 1 vecteurs de F est libre.

Exercice 15 [03180] [correction]
Soit S 'ensemble des vecteurs de norme 1 d’un espace préhilbertien réel. Montrer

Ve,y e S,z £y =>VAeR\{0,1},(1 =Nz + Iy ¢S

Espace préhilbertien complexe

Exercice 16 [00514 ] [correction]
On définit une application ¢ : C[X] x C[X] — C par

P =5 [ PlEmae)ds
a) Montrer que ¢ est un produit scalaire hermitien sur C[X].
b) Montrer que (X¥).en est une base orthonormée pour le produit scalaire
précédent.
¢) Soit Q = X" +a,_1 X" + -+ +aq. Calculer |Q||.
d) On pose

M = sup [Q(2)]

|z]=1

Montrer que M > 1 et étudier le cas d’égalité

Exercice 17 [00515] [correction)]
Soient F un espace préhilbertien complexe et u € L(E) tel que pour tout x € E,

(u(z) | 2) =0

Montrer que v = 0.

Exercice 18 [03080] [correction)]
On pose

+oo
H= {(;vn) € (CN/Z [Tty — 2n|* < +oo}

n=0

Montrer que H est un espace préhilbertien
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Espaces euclidiens et hermitiens

Exercice 19 [00516] [correction]
On munit M,,(R) du produit scalaire défini par

(A| B) = tr(*AB)

a) Montrer que la base canonique (E; j)1<;,j<n de M, (R) est orthonormée.
b) Observer que les espaces S, (R) et A, (R) sont supplémentaires orthogonaux.
¢) Etablir que pour tout A € M,,(R) on a

tr(A) < vny/tr(tAA)

et préciser les cas d’égalité.

Exercice 20 [00517] [correction]

Soit a un vecteur normé d’un espace vectoriel euclidien E. Pour tout a € R, on
considére 'endomorphisme f, :  — = + a(a | ©)a.

a) Préciser la composée f, o f3. Quelles sont les f, bijectives?

b) Déterminer les éléments propres de f,.

Exercice 21 [o0518] [correction)]
Soient a, b deux vecteurs unitaires d’un espace vectoriel euclidien E et

fix—ax—(a|x)b

a) A quelle condition la fonction f est-elle bijective ?
b) Exprimer f~1(x) lorsque c’est le cas.
¢) A quelle condition ’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Exercice 22 [o00519] [correction]

Montrer que dans R? euclidien : a A (bA¢) = (a | ¢)b— (a | b)c. (on pourra utiliser
les coordonnées de a, b, ¢ dans une base ou elles comportent un maximum de 0)
Trouver les valeurs propres et vecteurs propres de f(z) =a A (a A x) ol a est un
vecteur unitaire puis reconnaitre f.

Exercice 23 Mines-Ponts PC [ 00520 ] [correction]

Soient x1, 9, ..., Ty42 des vecteurs d’un espace vectoriel euclidien de dimension
n € N*.

Montrer qu’il est impossible que

Vl#]v(xz|x])<0

On pourra commencer par lescasn =1et n =2

Exercice 24 [oo0521 ] [correction)]

Soient F un espace hermitien et (eg,...,e,) une famille orthonormée vérifiant

2 2
Ve € E, E l(ex | )" = ||z
k=1

Montrer que (eq,...,e,) est une base orthonormée de E.

Exercice 25 [00523] [correction]
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel euclidien E tel que

Ve e E,(f(x)[z) =0

Comparer ker f et Imf.

Exercice 26 Centrale MP [ 02396 ] [correction]

Soit (E, (| )) un espace euclidien et u € L(E) tel que tr(u) = 0.

a) Montrer qu’il existe x € E\ {0} tel que (u(z) | ) = 0.

b) Montrer qu'il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de u
est a diagonale nulle.

Exercice 27 Mines-Ponts MP [ 02733 ] [correction]
Soient ¢ € R, (E,(.,.)) un espace euclidien de dimension n > 2, vy, ..
vecteurs unitaires de F deux a deux distincts tels que :

V(i,5) € {1,...,n}° i # j = (v;,v;) = ¢

., Up des

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur ¢ pour que (vy,...,v,) soit
nécessairement liée.
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Projections orthogonales

Exercice 28 [00524 ] [correction]

Soient E un espace vectoriel euclidien muni d’une base orthonormée
B=(e1,...,e,) et F un sous-espace vectoriel de £ muni d’une base orthonormée
(x1,...,zp). Montrer

p
Matg(pp) = Z thXk
k=1

ou X}, est la colonne des composantes de x dans B.

Exercice 29 [00530] [correction]

[Formule de Parseval]

On suppose que (e, )nen est une famille orthonormale d’un espace préhilbertien E
telle que V' = Vect(ey, )nen soit dense dans E. Montrer que pour tout = € E,

“+o0
2 2
> = > I(en | )]
n=0

Exercice 30 Centrale MP [ 02408 ] [correction]
On se place dans 'espace euclidien E.

1) Soit p un projecteur de E.

Etablir I’équivalence des conditions suivantes :
(i) p est un projecteur orthogonal,

(it) vz € B, |p(x)]| < |lz],

(iii) p est autoadjoint.

2) Soient p et ¢ deux projecteurs orthogonaux.
a) Montrer que p o g o p est autoadjoint.
b) Montrer que

)J_

(Imp + ker ¢)~ = Img N ker p

¢) Montrer que p o ¢ est diagonalisable.

Exercice 31 [02732] [correction]

Soient p et ¢ des projecteurs orthogonaux d’un espace euclidien FE.

a) Montrer que p o g o p est diagonalisable et que ses valeurs propres sont
comprises entre 0 et 1.

b) Déterminer (Imp + ker ¢)~+

¢) En déduire que p o g est diagonalisable et que ses valeurs propres sont
comprises entre 0 et 1.

Exercice 32 [01331] [correction]

Soient A et B dans Sz(R) telles que A% = A et B? = B.
a) La matrice AB est-elle diagonalisable ?

b) Encadrer les valeurs propres de AB.

Distance a un sous-espace vectoriel

Exercice 33 [00526] [correction]

[Déterminant de Gram]

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour (uq,...,u,) famille de vecteurs de E, on
note G(uz, ..., up) la matrice de M, (R) dont le coefficient d’indice (4, j) est

(us | uy).

a) Montrer que la famille (ug, ..

det G(Ul, N

., up) est libre si, et seulement si,

SUup) #0

,ep) est une base d’un sous-espace vectoriel F' de E alors

_ [detGleq, ..., ep,x)
d(z, F) = \/ det G(eq,...,ep)

b) Montrer que si (eq, ...
pour tout x € F,

Exercice 34 [o00527] [correction]

a) Montrer que (P | Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(2)Q(2) définit un produit
scalaire sur Ry [X].

b) Calculer d(X?, P) ot P = {aX + b/(a,b) € R?}

Exercice 35 Mines-Ponts MP [ 02734 ] [correction]
Calculer le minimum de fol (t3 — at? — bt — ¢)?dt, a, b, c parcourant R.

Exercice 36 [00529] [correction)]
On définit une application ¢ : R [X] x R[X] — R par

o(P,Q) = /0+oo P(t)Q(t)e " dt

a) Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur R [X].
b) Calculer p(XP, X).
¢) Déterminer

+oo
inf / et (t? — (at +b))* dt
(a,b)eR?
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Exercice 37 Mines-Ponts MP [ 02736 ] [correction]

On munit M, (R) du produit scalaire rendant orthonormé la base canonique, dont
on note || || la norme associée. Soit J la matrice de M,,(R) dont tous les
coefficients sont égaux a 1.

Si M € M, (R), calculer inf ||M —al, —bJ|.
(a,b)ER?

Exercice 38 Mines-Ponts MP [ 02735 ] [correction]
Calculer

1
inf {/ t*(Int — at — b)*dt, (a,b) € RQ}
0

Exercice 39 Mines-Ponts MP [ 01332 ] [correction]

Soient n € N*, E =R, [X] et (,): (P,Q) € B> — (P,Q) = [,/ P(t)Q(t)e " dt
a) Justifier la définition de (,) et montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire.

On pose F'={P € E, P(0) = 0}. On cherche & déterminer d(1, F)). On note
(Po, ..., P,) Porthonormalisée de Schmidt de (1, X, ..., X™).

b) Calculer P (0)2.

c) Déterminer une base de F'* que 'on exprimera dans la base (P, ..., P,). En
déduire d(1, F1+) et d(1, F).
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

Sur M,,(R), on définit un produit scalaire par (A | B) = tr(*AB).

Pour A, B € §,(R), tr(AB + BA) = 2(A | B) et l'inégalité de Cauchy-Schwarz
fournit la relation demandée.

Exercice 2 : [énoncé]

Par I'inégalité triangulaire ||(1 — )z + ty|| < (1 —¢) ||z]| + ¢ |ly]| < 1. De plus s’il y
a égalité alors ||z|| = 1, ||y|| = 1 et les vecteurs (1 — t)zx et ty sont positivement
liés. Les vecteurs = et y étant unitaires et positivement liés ils sont égaux, ce qui
est exclu.

Exercice 3 : [énoncé]
Pour j € {1,...,n},

n
les 1> = (ei | ¢;)
i=1
donc (e; | ej) = 0 pour tout ¢ # j. Ainsi la famille (eq, es, ..
Si la famille (e, ea,...,e,) n’est pas une base, on peut déterminer e, 1 € F tel
que (e1,€2,...,en,ent1) soit libre. Par le procédé d’orthonormalisation de
Schmidt, on peut se ramener au cas ou

ent1 € Vect(eq, ..., en)"

Mais alors
n

lensall* = (ei [ en1)* =0
i=1
ce qui est contradictoire.

Par suite la famille (e, e, ..., e,) est une base orthonormée.

Exercice 4 : [énoncé]
Aisément

(fQa+XNa') [y) = ... = (Mf(x) + XN f() [ y)

et comme ceci vaut pour tout y on peut conclure a la linéarité de f.
Idem pour g.

., ep) est orthonormée.

Exercice 5 : [énoncé]
Aisément (f(Az + Na') [ f(y)) = (Af(z) + N f(2') | f(y)) donc
fOx 4+ Nz') — (Af(z) + N f(z')) € Imf)t = {0} d’ou la linéarité de f.

Exercice 6 : [énoncé]

2 2
_ 1 (z|y) 1 ==yl
‘ P2 P e = (H m )

e I[Nyl lly
Exercice 7 : [énoncé]
Soit f € F+. Puisque f est continue sur le segment [a, b], par le théoréme
d’approximation uniforme de Weierstrass : Ve > 0,3P € R[X], | f — P|| [ap] SE

Onaalors |f||> = [*f2= [P f(f = P)+ [P fP = [’ f(f — P) avec
21 =P =) £ If =Pl < 0= ) Il .

En faisant tendre & vers 0, on obtient ||f||*> = 0 donc f = 0. Ainsi F+ c {0} puis
F+ = {0}.

z y
llyll®

fl=]?

Exercice 8 : [énoncé]

a) C’est I'identité du parallélogramme.

b) d(a, F) = inf {||x — a|| /x € F'}. Considérons une suite (x,,) d’éléments de F'
réalisant la borne inférieure : ||z, — a|| — d(a, F).

En appliquant I'identité du parallélogramme & © = x,, —a et y = z,, — @, on
obtient ||Z252m — o + 1|z, — 2, |? = leazalZtlen—al®,

Or ’””"'% € F donc HW% —aH > d(a, F) puis

Hlzn — zml|® < lzn—all®* +llzm—all® _ d(a, F)2.

Sachant que ||z, — a|| — d(a, F'), on peut affirmer que la suite (z,,) est de Cauchy.
Par suite celle-ci converge et, puisque F' est fermé, sa limite x, vérifie o, € F et
oo — all = d(a, F).

c) Puisque H # E, il existe y € E\H. Soit alors « € H vérifiant

d(y,H) = || — y||. Pour tout z € H, on a ||(z + Az) — y||* > ||z — y||* donc

2X(z —y | 2) + A2 ||z]|* = 0 pour tout A € R. On en déduit que (z —y | z) = 0 puis
quea=x—y € H-aveca#0cary ¢ H.

Ainsi, on dispose d’un vecteur a vérifiant Vo € H, (a | ) =0 i.e. H et Vect(a)
orthogonaux.

De plus, puisque H est un hyperplan et que a ¢ H, on a H @ Vect(a) = E.

H et Vect(a) sont donc supplémentaires orthogonaux et par suite H = Vect(a)>.
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Exercice 9 : [énoncé]

a) On sait F C F1+ et FY- fermé donc F C F1+.

b) H est le noyau de la forme linéaire ¢ : P — f_ll |t| P(t) dt. En vertu de
linégalité de Cauchy-Schwarz, |o(P)| < || P]| et donc ¢ est continue. Par suite H
est un hyperplan fermé.

¢) Pour P € R[X], on observe que R = P — f_ll |u| P(u) du appartient & H. La
relation (R | Q) = 0 donne la relation voulue.

d) La relation précédente donne fi1 (Q(t) — ¢l fil Q(u) du) P(t)dt = 0 pour
tout P € R[X]. Par suite Q(t) = |¢| fil Q(u) du ce qui n’est possible que si

f_ll Q(u)du=0et Q=0.
Ainsi H+ = {0} puis H*+ = E alors que H = H # E.

Exercice 10 : [énoncé]

(P,Q) — fol P(t)Q(t) dt est un produit scalaire sur R,, [X] et Papplication

P +— P(0) y est une forme linéaire donc il existe un unique polynéme A € R,, [X]
tel que cette forme linéaire corresponde au produit scalaire avec A.

Si deg A < n alors pour P = X A, fol tA(t)2dt = 0. Or t — tA(t)? est continue
positive donc A = 0 ce qui est absurde.

Exercice 11 : [énoncé]

Supposons 'existence d’un tel polynéme A.

Pour P, = (1 — X)", on obtient 1 = fol A(t)(1 —t)™dt.
Or

/1A<t><1—t>”dt‘ <l [ o= g
0 “Jo n+1

il y a donc une absurdité.

Exercice 12 : [énoncé]
a) 1 et —1 sont racines de multiplicité n du polynéme (X2 — 1),
1 et —1 sont donc racines des polyndémes

n n)/ ny (n—1)
(X2_1) ,((X2_1) ) 30ty ((X2_1) )
En appliquant le théoreme de Rolle, on peut alors montrer par récurrence sur

ke {0,...,n} que ((X2 — 1)")(k) possede au moins k racines dans I'intervalle
1-1,1].

En particulier Q,, posséde au moins n racines dans |—1,1[, or deg @,, = n donc il
n’y a pas d’autres racines que celles-ci et elles sont simples.

b) Raisonnons par récurrence sur n € N.

Pour n = 0, c’est immédiat.

Supposons la propriété établie au rang n > 0.

2(n+ 1) x (X% - 1)m)™

1
Qni1(X) = 2 (4 1)

Par la formule de Leibniz

1

Qn+1(X) = Sl

(X (x2=1)") "™ 4 nx (X2 - 1)”)("‘1))

1 et —1 sont racines du polynoéme ((X2 - 1)")(n71) et donc celui-ci peut s’écrire
(X% -1)S(X).

En exploitant ’hypothese de récurrence, on obtient
Qui1(X) = XX (X2 1) Ry (X) 420X (X2 1)S(X) = X" (X2 1) Ry (X)

Récurrence établie
c¢) Par intégration par parties successives et en exploitant 'annulation en 1 et —1
des polynomes

L ((x2—m Y

on obtient

d) Par la relation qui précede

/1 (Qn(t)* dt = ! /1 QM (6)(1 — )" dt
-1

—1 2”7’1'
Puisque le polynome (X2 — 1)" est unitaire et de degré 2n

(2n)!
2nn!

[(x2— 1) = (2n)! et Q) =
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De plus, par intégration par parties successives

22n+1 (n|)2

/1(1—t2)"dt:/0 1=t)"(1+t)"dt= ST

Au final
2

2 J—

Exercice 13 : [énoncé]
a) Soient f € F et g € G.

1

(| g) =K1f<t)g<t)dt:/lodt:o

Les sous-espaces vectoriels F' et G sont orthogonaux et donc G' C F*.
Inversement, soit g € F'*.

Montrons que, pour tout x € ]0, 1], g(x) = 0.

Par ’absurde, supposons g(z) # 0 pour un z € ]0, 1] et, quitte & considérer la
fonction —g, supposons g(z) > 0. Par continuité de g, il existe a > 0 tel que

[t —a,z+a] C]0,1] et g(t) > 0sur [z — o,z + q]

Considérons alors la fonction f définie par le schéma.
La fonction f appartient a F et la fonction produit fg est continue, positive mais
n’est pas la fonction nulle donc

1
[ a0t >0

C’est absurde car on a supposé g € F+.

On a donc pour tout = € ]0,1], g(z) = 0 puis par continuité, g(z) = 0 pour tout
z € 10,1].

Ainsi g € G et finalement F- = G.

b) Si les sous-espaces vectoriels étaient supplémentaires alors toutes fonctions
continues sur [—1,1] est somme d’une fonction de F' et d’une fonction de G et est
donc une fonction s’annulant en 0. C’est absurde.

Les sous-espaces vectoriels F' et G ne sont donc par supplémentaires.

Exercice 14 : [énoncé]
Raisonnons par récurrence sur n > 2.

Pour n = 2 la propriété est immédiate car aucun vecteur ne peut étre nul.
Supposons la propriété établie au rang n > 2.
Soit (x1,...,Zp41) une famille de vecteurs vérifiant

VISi#j<n+1,(z;]x;) <0

Par projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel de dimension finie
D = Vecta, 11, on peut écrire pour tout i € {1,...,n}

T = Yi + NiTn1

avec y; un vecteur orthogonal & x, 1 et A; < 0 puisque (z; | p41) < 0.
On remarque alors
(@i | 25) = (v | 95) + Aoy i ||*
et on en déduit
Vi<i#j<n (yily;) <0

Par hypothese de récurrence, on peut affirmer que la famille (ys,. .., y,) est libre
et puisque ses vecteurs sont orthogonaux au vecteur z, 41 non nul, on peut aussi
dire que la famille (ya, ..., Yn, Tnt1) est libre. Enfin, on en déduit que la famille
(z2,...,Tn,Tnt1) car cette derniére engendre le méme espace que la précédente et
est formée du méme nombre de vecteurs.

Par permutation des indices, ce qui précede vaut pour toute sous-famille formée
de n vecteurs de la famille initiale (x4, ..
Récurrence établie.

T, xn—&-l)-

Exercice 15 : [énoncé]
Soient x,y € S avecx #y et A€ R. On a

11— Nz +xyl* = X2+ 201 = N)(z | y) + (1= N)?
qui est une expression polynomiale en A dont le coefficient du second degré est
2-2(x|y)

Puisque les vecteurs x et y sont distincts et de méme norme, ils ne peuvent étre
positivement liés et donc

(@ [y) <llz|flyll =1

Par suite
2-2(z|y) >0

Ainsi la quantité ||(1 — A)z + Ay||* est une expression polynomiale du second degré
exactement. Puisque celle-ci prend la valeur 1 pour A = 0 et pour A = 1, elle ne
peut reprendre la valeur 1 pour aucune autre valeur A et ceci permet de conclure.
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Exercice 16 : [énoncé]
a) p(Q, ) o(P, ) et Q — (P, Q) linéaire : clair.
o(P,P)=4+ [T | | df > 0et o(P,P)=0= V0 € [-7, 7], P(e?
Vze U, P(z )
Puisque P admet une infinité de racines, P = 0.
b) Soient k,£ € N. p(X*, X¢) = L f Gilt-h)6 4 — S0 k-

c) (Q,Q):1+\an_1| + - —|—|a0| car (1, X, X2, ...,

orthonormeée.
= f—n |Q 0 ’ df < M? or p(Q,Q) >1donc M > 1

d) ¢(Q,Q) =
SiM=1alors a,—1=...=ay=0et Q= X". Réciproque immédiate.

) =0 donc

X™) est une famille

Exercice 17 : [énoncé]

Soient x,y € E. (u(z +y) |z +y) = (u(z) | y) + (u(y) | z) =0 et
(u(z +1iy) |z +iy) = i(u(z) | y) —i(u(y) | z) = 0 donc (u(z) | y) = —(u(z) | y)
puis (u(z) | y) = 0.

Comme ceci vaut pour tout y € E, on obtient u(z) = 0 pour tout = € E.

Exercice 18 :
On sait que

[énoncé]

400
(N,C) = {(un) € (CN/Z lun|? < —I—oo}

n=0

est un espace de préhilbertien pour le produit scalaire

(u]v) = Zunvn

Considérons alors I'application A : CN — CN qui & une suite z = (z,,) € CY associe
A(r) = (Tnt1 — Tn)nen

On vérifie aisément que A est une application linéaire et que son noyau est égal a
I’espace des suites constantes.
Puisque

H=A"'((N,0C))

H est I'image réciproque d’un sous-espace vectoriel par une application linéaire et
donc H est un sous-espace vectoriel de CV ; c’est donc un C-espace vectoriel.
Pour z,y € H, posons

p(z,y) = (Az) | Ay)) + Zoyo

L’application ¢ est évidemment sesquilinéaire hermitienne.
2 2
o, x) = [[A)]l3 + lzo|” = 0

Di p(z,x) = 0 alors
[A(@)]l; =0 et |zol =0

Par suite z est une suite constante et puisque son terme initial est nul, c’est la
suite nulle.

Finalement ¢ est un produit scalaire hermitien sur H et donc H est un espace
préhilbertien complexe.

Exercice 19 : [énoncé]

a) (Ei’j | Ek,g) = tr(Ej’iEk’g) = tr(éi,;gEj’g) = 03,105,

b) Pour A € §,(R) et B € A,(R),
(A| B) =tr(*AB) = tr(AB) = —tr(A'B) = —tr(*BA) = —(B | A)

donc (A | B) = 0 et 'orthogonalité des espaces. Leur supplémentarité est connue.

¢) L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

(Lo [ A< (]l 1Al

d’ou
A) < V/ny/tr(tAA)

avec égalité si, et seulement si, tr(A4) > 0 et (A, I,,) liée, i.e. A=A, avec A >0

Exercice 20 : [énoncé]

a) fa o fg = fatptap-

Si = —1 alors a € ker f,, et donc f, n’est pas bijective.

Sia # —1alors, pour 8 = —1%5, fgo fa = fa o fp = fo =1d d’ou la bijectivité de
fa.

b) Tout vecteur non nul orthogonal & a est vecteur propre associé a la valeur
propre 1.

Tout vecteur non nul colinéaire & a est vecteur propre associé a la valeur propre
14 a.

Pour une raison de dimension, il ne peut y avoir d’autres vecteurs propres.
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Exercice 21 : [énoncé]

a) L’application f est linéaire.

Siz € ker f alors ¢ = (a | x)b donc (a | z) = (a | z)(a | b).
Si(a|x)#£0 alors (a|b) =1 et donc b= a.

Par contraposée si a # b alors (a | ) = 0 et © = 0 donc f bijective.
En revanche si a = b alors a € ker f et f n’est pas bijective.

b) Supposons a # b. Si y = f(x) alors y = x — (a | )b puis

(a]y) =(a]z)(1—(a]b)) et donc

_ (a]y)
m—y+17(a|b>b
¢)

f@y= < (a|z)b=(1- Nz

Soit A une valeur propre. Il existe x # 0 tel que f(z) = Az donc

(a|z)b=(1— ANz puis (a|z)(a|b) = (1 —A)(a|z) ce qui donne (a | z) =0 (qui
implique A =1 avec E)(f) = {a}l) oul=1-—(a|b).

Si(a]b) =0:X=1 est seule valeur propre et I’espace propre associé est
I’hyperplan de vecteur normal a.

L’endomorphisme n’est alors pas diagonalisable.

Si(a]b)#0:A=1et A=1— (a|b) sont valeurs propres et puisque E;(f) est
un hyperplan, I’endomorphisme est diagonalisable.

Exercice 22 : [énoncé]
Soient v un vecteur unitaire tel que a € Vectu et v un vecteur unitaire orthogonal
a v tel que b € Vect(u,v). Il suffit ensuite de travailler dans (u,v,u A v).
Soit x # 0.
f@)y=xxe A+)z=(a]|x)a

Si = est orthogonal a a alors x est vecteur propre associé a la valeur propre —1.
Sinon z est vecteur propre si, et seulement si, x est colinéaire & a. Or f(a) =0

donc a, puis x, est vecteur propre associé a la valeur propre 0.

On reconnait en f I'opposé de la projection orthogonale sur le plan de vecteur

normal a.

Exercice 23 : [énoncé]
Casn=1.
Supposons disposer de vecteurs x1, 2, T3 tels que

V’L#j,(xl‘l'j)<0

Puisque 1 # 0, (z1) est une base de E.

Cela permet d’écrire xo = Ax1 et x3 = ux;.

(2| 1) <O0et (3] 21) <0 donne A <0 et 4 <0 mais alors
(w3 | w5) = Al || > 0!

Cas n = 2.

Supposons disposer de vecteurs x1, ..., z4 tels que

VZ#.],(JZZ |$]) <0
x1 étant non nul on peut écrire
Vi 2,m; = Niw1 + Y

avec y; € {xl}J‘ et \; < 0.
On
Vi#g =2, (x| xj) =N+ (vily;) <0

done (y; | y;) < 0.

Y2, Y3, Y4 Se positionnant sur la droite {xl}L, I’étude du cas n = 1 permet de
conclure.

Cas général.

Par récurrence sur n > 1.

Pour n =1 : ci-dessus

Supposons la propriété établie au rang n > 1.

Supposons disposer de vecteurs x1, ..., Tn+3 tels que

VZ#.],([EZ|$J)<O

a l'intérieur d’un espace vectoriel euclidien de dimension n + 1.
x1 étant non nul on peut écrire

Vi 22,z = Nixy +

avec y; € {z1} " et A; < 0.
On a
Vi 22 (@i |x;) =X+ (i |y;) <0

done (y; | y;) < 0.

Y2, ..., Ynt2 S€ positionnant sur le sous-espace vectoriel {xl}J‘ qui est de dimension
n, 'hypothese de récurrence permet de conclure.

Récurrence établie.
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Exercice 24 : [énoncé]
Soit = € Vect(eq,...,e,)". On a

n
2] = lex | 2)]* =0
k=1

donc Vect(ey, ..., e,)t = {0} puis Vect(ey,...,e,) = E. Par suite (ey, ...,
génératrice et c’est bien entendu une famille libre donc une base de F.

€n) est

Exercice 25 : [énoncé]

Ve,y € E, (flx+y)|z+y)=0,0r (flz+y) |z+y)=(f(z)|z)+(f(y) |
y)+ (f@) [y)+ (f) | =) = (f(=) |y) + (
Siz ekerfalorsVyeE, (x| f(y) =—(f(x
ker f C (Imf)*

De plus par le théoréme du rang il y égalité des dimensions donc ker f = (Imf)*

=0 donc x € (Imf)*. Ainsi

Exercice 26 : [énoncé]
a) Soit (eq,...,ey,) une base orthonormée de E. tru = 0 donne

n
E (e; |u(e;)) =0
i=1

SidimE =1: ok

Sidim E > 1, il existe ¢ # j tel que (e; | u(e;)) > 0 et (e; | u(e;)) < 0.
L’application t — (u(te; + (1 —t)e;) | te; + (1 —t)e;) est continue, & valeurs
réelles et change de signe, en vertu du théoreme des valeurs intermédiaires, elle
s’annule et donc il existe ¢ € [0, 1] tel que pour « = te; + (1 — t)e;, (u(x) | ) = 0.
De plus, I'indépendance de e; et e; assure x # 0.

b) Il existe €1 vecteur unitaire tel que

(e1 | u(er)) =0

On compléte celui-ci en une base orthonormée (g1, €9, ...,¢
dans cette base est de la forme

0 *

* A

avec trA = 0. Considérons alors v’ 'endomorphisme de E’
matrice A dans la base (e, ...,€,). Puisque tru’ = trA = 0, un principe de
récurrence permet de former une base orthonormée (g, ...,¢,) de E’ dans
laquelle u’ est représenté par une matrice de diagonale nulle. La famille
(€1,€%,...,¢e}) est alors une base orthonormée solution du probléme posé.

n)- La matrice de u

= Vect(ea,...,&,) de

Exercice 27 : [énoncé]
On remarque que

<’Ui | A101 —|—+/\n1}n> =c)\ +-~-—|—c)\i_1—|—/\i—|—c)\i+1 + ot e,
1 (c)

Considérons la matrice A =

. € M, (R).
(¢) 1

Supposons la famille (vy,...,v,) libre.

Si X =%xzy...7,) € ker A alors en posant u = z1vy + - -

V1 <i<n,(v,u) =0.

On en déduit u € Vect(vy, ..., v,)" et donc u = 0.

Ainsi 1 = ... =z, = 0 et donc la matrice A est inversible.

Inversement, supposons la matrice A inversible.

Si Adjv1 + -+ Av, = 0 alors pour X =% (A1...\,), AX =0 donc X = 0 puis

A1 =...= )\, =0 et donc la famille (vy,...,v,) est libre.

Enfin, puisque det A = (14 (n — 1)c)(1 — ¢)" 1, la condition nécessaire et

suffisante cherchée est ¢ # 1 et ¢ #£ —1/(n —1).

+ x,v00 A

Exercice 28 : [énoncé]

M:

P
> (zg | ©)xy done pr(e;) = (!X E;)x), en notant E; = Matg(e;).

k=1

pr(z) =

b
I

Z thXkEi puis
k=

p
Z thXk car (E1 ‘ s ‘ En) = In
k=1

\/,_.

Puisque ' X1, E; est un réel, Matg(pr(e;)) =

—

Matg(pr) =

Exercice 29 [énoncé]
On sait déja Z l(en | 2)]* < ||z]|* en vertu de I'inégalité de Bessel. Pour tout
=0

e>0,il cx1stc y € V tel que ||z — y|| < €. y est une combinaison linéaire des

(en)neN donc il existe N € N tel que y € Vect(ey,...,en) et donc
ez ||z =yl = ||z — p(x)| avec p(z) le projeté de x sur Vect(eg,...,en)
N
c’est-a-dire p(z) = Y (e, | x)en. Par suite |||z]] — ||p(z)||| < ||z — p(z)|| < € donne

n=0

N 9 +oo 9
Sllen | )"+ <)Y |(en | )|” + & puis quand & — 0,

n=0 n=0

[zl < llp(@)ll + & =

oo 2 9  t 2
> (en | ©)|” et finalement ||z||” = > |(en | z)|”.
n=0 n=0

on obtient ||z|| <
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Exercice 30 : [énoncé]
a) (i)=(ii) par le théoréme de Pythagore.
(ii)=(i) Supposons (ii). Pour € Imp et y € ker p, p(x + Ay) = « donc

2 2
lz]l” < llz + My

puis
2
0.<2X(z [ y) + A |yl

Cette relation devant étre valable pour tout A € R, on a (z | y) = 0.
Par suite Imp et ker p sont orthogonaux et donc p est une projection orthogonale.
(i)=(iii) car en décomposant z et y on observe

(p(z) | y) = (p(=) [ p(y)) = (= | p(y))

(iii)=(i) car Imp = Imp* = (kerp)*.
b) a) (pogop)* =pogopcarp* =pet g-=gq.
B) (Imp + ker q)+ = (Imp)* N (ker ¢)* = ker p N Img.
v) poqop est autoadjoint donc diagonalisable. De plus Imp est stable par pogop
donc il existe donc une base (eq,...,e,) de Imp diagonalisant ’endomorphisme
induit par pogop. On a alors (po gop)(e;) = \je; avec \; € R. Or e; € Imp donc
p(e;) = e; puis

(poq)(ei) = Nie;
On compléte cette famille de vecteurs propres de p o ¢ par des éléments de ker g
pour former une base de Imp + ker g. Sur ces vecteurs complétant, ¢ est nul donc
p o q aussi.
Enfin, on compléte cette derniere famille par des éléments de Img N ker p pour
former une base de E. Sur ces vecteurs complétant, p o ¢ est nul car ces vecteurs
sont invariants par g et annule p. Au final, on a formé une base diagonalisant po q.

Exercice 31 : [énoncé]

a) Rappelons que les projections orthogonales sont autoadjointes.

Ona (pogop)* =p*oq*op* =pogopdonc pogqop est un endomorphisme
autoadjoint ; on en déduit qu’il est diagonalisable.

Soit A une valeur propre de p o g o p et z un vecteur propre associé, x # 0.
D’une part (pogop(z) | z) = |z

D'autre part (pogop(@) | z) = (gop(x) | p(x)) = (¢* o p(x) | p(x)) = [lg(p(x))[|*.
Or puisque p et ¢ sont des projections orthogonales

0 < la(p@)|* < lp()|* < [l

Par suite A > 0 et X\ < 1.

b) (Imp + ker ¢)* = (Imp)* N (ker )+ = ker p N Img.

c¢) De plus Imp est stable par 'endomorphisme diagonalisable p o g o p, il existe
donc une base (eq,...,e,) de Imp diagonalisant ’endomorphisme induit par
pogop. On a alors (poqop)(e;) = Aie; avec A; € R. Or ¢; € Imp donc p(e;) = e;
puis (p o q)(e;) = Aie;. On complete cette famille de vecteurs propres de p o g par
des éléments de ker ¢ pour former une base de Imp + ker g. Sur ces vecteurs
complétant, ¢ est nul donc p o ¢ aussi. Enfin, on compléte cette derniére famille
par des éléments de Img N ker p pour former une base de E. Sur ces vecteurs
complétant, p o g est nul car ces vecteurs sont invariants par ¢ et annule p. Au
final, on a formé une base diagonalisant p o q.

Enfin, par ’étude qui précede, les valeurs propres de p o ¢ non nulle sont valeurs
propres de p o g o p donc comprises entre 0 et 1.

Exercice 32 : [énoncé]
Notons que les matrices A et B sont des matrices de projections orthogonales car
symétriques et idempotentes.
Les cas A = O3 et A = I, sont immédiats. De méme pour les cas B = Oy et
B=1.
On suppose dans la suite ces cas exclus et on travaille donc sous I'hypothese
supplémentaires

rgA=rgB =1

a) Si ImB = ker A alors AB = Oy est donc AB est diagonalisable.
Si ImB = ker A alors en passant a 'orthogonal ImA # ker B.
Les droites ImA et ker B étant distinctes dans le plan, elles sont supplémentaires.
Considérons une base (X1, X2) adaptée a la supplémentarité de ImA et ker B.
ABX; = A(BX;) € ImA donc on peut écrire ABX; = AX; car ImA = VectX;.
ABX5 =0 car BX, =0.
Ainsi la base (X1, X2) diagonalise la matrice AB.
b) Il s’agit ici essentiellement d’encadrer la valeur A introduite dans I’étude
précédente quand ImB # ker A.
On a

AIX [ = (AX1 | X1) = (ABX; | X))

Puisque X; € ImA, on peut écrire X7 = AU et alors
(AX1 ] X1) = (ABAU | AU)
Puisque A est symétrique
(ABAU | AU) = (BAU | A*U)

Puisque A2 = A
(BAU | A%U) = (BAU | AU)
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Enfin en procédant de facon semblable Apres résolution
a=2

(BAU | AU) = (B%AU | AU) = (BAU | BAU) = | BX1 || {b _ 13

Au final 2 2 et apres calcul
AMXa” = 1BX4| i= i3
Or B correspond a une projection orthogonale donc ||BX1||> < || X1|* et on peut
affirmer
A€ [0,1] Exercice 35 : [énoncd]

En introduisant sur R [X] le produit scalaire : (P | Q) = fol P()Q(¢)dt, la

Exercice 33 : [énoncé] quantité cherchée est m = d(X?3 Ry [X])? = || X® — p(X?)||” avec p la projection

Si la famille (ug,...,u,) est liée alors il existe (A1,...,A,) # (0,...,0) tel que orthogonale sur Ry [X]. , ,
) (wr ) a n) 7 ( _ ) p(X3) =a+bX + cX? avec (p(X3) | X¥) = (X? | X*) pour i =0, 1,2.
21 Aiui = o0 et on observe alors Z AiL; = 0 en notant Ly,. .., Ly les lignes de la La résolution du systeme ainsi obtenu donne a = 1/20, b = —3/5 et ¢ = 3/2.
matrice G(uy, ..., up). On conclut detG(ul,..., up) = 0. m—HX3—p X3 H (X3 —p(X?) | X3) = 5555-
Si det G(uq,...,up) = 0 alors il existe (A1,...,A,) # (0,...,0) tel que > \L; =0
i=1
et on obtient alors que le vecteur ) Aju; est orthogonal a tout u; c’est donc un Exerci/ce.36 [enonce] o
i=1 a) symétrie, bilinéarité et positivité : ok
vecteur commun & Vect(uq, ..., u,) et a son orthogonal, c’est le vecteur nul. On Si (P, P) = 0 alors f0+°° P2(t)e~tdt = 0 donc (fonction continue positive
conclut que la famille (uq,...,u,) est liée. d’intégrale nulle) Vt € R+, P(t) = 0.
b) r=u +n avec u € F et n € F-. En développant det G(ex, ..., e,, x) selon la Comme le polynéme P admet une infinité de racines, c’est le polynéme nul.
derniére colonne : b) Par intégration par parties, f0+oo t"e~tdt = n! donc p(X?, X7) = (p+ q)!
Gley, ... 0 £ [T (12 = (at +b))2 dt = d(X2, Ry [X])? = || X2 — =|]°
det G(ey,...,ep,u+n) =detGley,...,ep,u) + (€1, €p) 2 (a}f)lesz (at +1)) ( 1 1X]) H 7TH avec
* I 7 = aX + b le projeté orthogonal de X? sur Ry [X].
or det G(eq,...,ep,u) =0 car la famille est liée et donc (X2—7|1)= (X2 — 7| X) =0 donne a , a puis
det & 2 4ot & 2a+b=6 | b=—
t e = .
etGler. . ep ) = |In"det Glen,. . ) L — (at +0))?dt = 4.
(a,b)e

avec ||n|| = d(x, F).

Exercice 34 : [énoncé] Exercice 37 : [énoncé]

a) Sans difficulté, notamment parce qu’un polynoéme de degré < 2 possédant trois Le cas n .:,1 ctant /evident, on suppose désormais n > 2. L
racines est nul La quantité cherchée est m = d(M, Vect(I, J)) = ||M — p(M)|| avec p la projection

b) d(X?, P) = HX2 - 77” avec T = aX + b projeté orthogonal de X2 sur P. orthogonale sur Vect(, J).
(X2—7]1) = (X% —7|X) =0 donne le systeme p(M) =al +bJ avec (p(M) |I)=(M |I)=tr(M) et (p(M)|J)=(M|J)=0
avec o la somme des coefficients de M.

{ 3a+3b=5 La résolution de ce systéme donne a = n:((iw)l)a et b= ”n(:(]\l/[)).

n— r r 70'2
5a-+3b=9 m? = M = p(D)” = (M = p(M) | M) = [|M|]? - =200 eO0=0)",
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Exercice 38 : [énoncé]
En introduisant I'espace E des fonctions réelles f continues sur 0, 1] telles que
t — (tf(t))? soit intégrable et en munissant cet espace du produit scalaire

1
(f1g) = / £2f(t)g(t) dt

la quantité cherchée est : m = d(f, F)? avec f : t +— Int et F = Vect(fo, f1) olt
fot)=1et fl(t) =t.
m=|f— p(f)H2 avec p la projection orthogonale sur F'.

p(f)(t) = a+bt avec (p(f) | fo) = (f | fo) et (p(f) | f1) = (£ | f1)-

La résolution du systéme ainsi obtenu donne ¢ = 5/3 et b = —19/12.

m=|f—p(f)I> = (f —p(f) | f) = 1/432.

Exercice 39 : [énoncé]
a) Pour P,Q € E, la fonction ¢t — P(t)Q(t)e™" est définie et continue par
morceaux sur [0, +oo[ et vérifie

2P)Q(t)e™ —— 0

t——+oo

On peut donc affirmer que cette fonction est intégrable sur [0, +o00[ ce qui assure
la bonne définition de ().
On vérifie aisément que (, ) est une forme bilinéaire symétrique positive.
Si (P, P) = 0 alors par nullité de I'intégrale d’une fonction continue positive

Yt € [0, 4o00[, P(t)%e =0

On en déduit que le polynéme P admet une infinité de racines et donc P = 0.
b) Pour k£ > 1 ou k = 0, on peut affirmer que les polynémes P, et P}, sont
orthogonaux.

Par une intégration par parties

oo 1 +oo 1 +oo
0= / PL(t)Pi(t)e " dt = 3 [Pe(t)?e"], " + 3 Py(t)%e " dt
0 0

On en déduit )
Pe(0)* = | PelI” =1

¢) F est un hyperplan (car noyau de la forme linéaire non nulle P — P(0)). Son

orthogonal est donc une droite vectorielle. Soit ) un vecteur directeur de celle-ci.

On peut écrire

Q=> (PQ) P
k=0

Or

Puisque le polyndéme Py — Px(0) est élément de F, il est orthogonal & @ et 'on

obtient

(Pr, Q) = Pr(0)(1,Q)

ce qui permet d’écrire

Q= /\ipk(O)Pk avec A = (1,Q) #0

k=0

On en déduit
(1,Q)] 1 1

d(1,Ft) = = =
Q n n+1
Il %%P’“ o VT

I1]* = d(1, F)* +d(1, F*+)?

Enfin par Pythagore

et I’on obtient
d(1,F) =

n+1
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FIGURE 1 — La fonction f



